[bookmark: _GoBack]Л12 Уравнения Лагранжа, Гамильтона и Лиувилля для непотенциальных коллективных сил 
Покажем, как можно получить уравнения Лагранжа, Гамильтона и Лиувилля для случая, когда приняты во внимание непотенциальные силы взаимодействия систем, изменяющие их внутренние энергии [5, 14, 15]. В связи с этим полученные уравнения будем называть расширенными, чтобы отличать их от канонических форм уравнений, которые выводятся из принципа Даламбера при условии потенциальности всех коллективных сил. 
Расширенные уравнения будем выводить на основе результатов изучения движения взаимодействующих систем дисков. Главным отличием расширенных уравнений от их канонических прообразов является то, что они учитывают работу внешних сил, которая идет на изменение внутренней энергии взаимодействующих систем.
Рассмотрим неравновесную систему потенциально взаимодействующих элементов. Ее удобно изучать в приближении локального термодинамического равновесия. Это позволяет представить неравновесную систему совокупностью перемещающихся относительно друг друга равновесных подсистем. 








Пусть – число элементов в системе.  и , причем , а  – площадь, занимаемая системой. Для анализа динамики системы разобьем ее на  подсистем, так, что в каждой из них будет  элементов, т.е. . Затем рассмотрим динамику одной из них при условии ее взаимодействия с другими подсистемами. 
Сначала получим уравнение Даламбера для подсистем. Затем, на основе уравнения Даламбера получим расширенные уравнения Лагранжа, Гамильтона и Лиувилля для совокупности подсистем. Отличительная особенность вывода этих уравнений от вывода канонических прототипов для МТ заключается в том, что при их получении гипотеза о потенциальности коллективных сил между подсистемами не используется. 


Пусть – полная энергия системы. В общем случае она состоит из суммы внутренних энергий подсистем и энергий их относительного движения. Внутренняя энергия состоит из кинетической энергии движения элементов относительно центра масс системы и энергии их взаимодействия. Энергия движения подсистем состоит из кинетической энергии движения их центра масс и потенциальных энергий взаимодействия подсистем. Внешние силы, определяющие динамику выделенной системы, состоят из сил ее взаимодействия с подсистемами. Их пространственное распределение назовем обобщенным полем сил. Силу, действующую на подсистему, принято разделять на приложенную (активную) силу и силу инерции [3]. Причем силы инерции для одной подсистемы являются элементами активной силы по отношению к другим подсистемам. 















Пусть   виртуальная работа активных сил, производимая над р-подсистемой. Она имеет вид: = , где  номера элементов в подсистеме; сила взаимодействия -го и -го элементов; – номера внешних для р-подсистемы элементов (взаимодействия элементов внутри подсистемы не производят над ней работы);  суммарная сила, действующая на -й элемент;  виртуальное перемещение -го элемента. При парном взаимодействии справедливо равенство  (каждому  соответствует свой индекс ). 

Виртуальная работа сил инерции над подсистемой равна: . В соответствии с [15] сумму активных и инерционных сил принято называть эффективной силой. Отсюда уравнение Даламбера для подсистемы можно представить так: 




                          (2.4.1)
	
Из (1) следует, что работа всех эффективных сил, действующих на подсистему, всегда равна нулю. Черта над полной виртуальной работой, производимой эффективными силами, означает, что в общем случае работа не сводится к полному дифференциалу. 

Для всей системы выполняется равенство: . Т.е. суммарная работа активных и инерционных сил по всем подсистемам равна нулю. Отсюда имеем:


	                      (2.4.2)



При  и >>1 равенство (2) может иметь место в двух случаях: когда равна нулю сумма отличных от нуля слагаемых и когда каждое слагаемое равно нулю. Во втором случае согласно уравнению движения элементов, которыми являются диски, будем иметь:


             (2.4.3)
	

Равенство нулю правой части (3) означает, что система находится в равновесном состоянии. Наша основная задача – показать, что почти во всех точках фазового пространства система стремится к состоянию = 0. Т.е. результирующее поле внешних сил, действующих на подсистему, стремится к нулю.



Чтобы получить расширенное уравнение Лагранжа для неравновесной выделенной р-подсистемы, преобразуем уравнение Даламбера (1). Для этого умножим его на  и проинтегрируем по времени в интервале от  до . Тогда из уравнения движения дисков получим:



==


. (a). 




Здесь   координаты элементов подсистемы; член  определяет силы взаимодействия элементов внутри подсистемы, т.е. индекс  соответствует элементу подсистемы. 




Потребуем, чтобы виртуальные перемещения обращались в нуль на концах интервала {}. Тогда последний член в (а) будет равен нулю. Предположим, что неравновесность внутри подсистемы пренебрежимо мала. В этом случае для внутренних сил взаимодействия элементов подсистемы можно поставить в соответствие потенциальную энергию , для которой справедливо условие  . Учтем, что в общем случае действующие на подсистему активные силы, отображаемые вторым членом в правой части уравнения (а), невозможно представить в виде градиента какой-либо функции. 

Обозначив , уравнение (а) можно записать так: 



= .	(2.4.4)

Из условия равенства нулю этого интеграла следует


.                    (2.4.5)



Уравнение (5) является расширенным уравнением Лагранжа для р-подсистемы. Правая часть уравнения (5) представляет собой непотенциальную часть силы, действующей на р-подсистему. Достаточным условием стационарности решения (5) является равенство  нулю. При = 0 уравнение (5) превращается в каноническое уравнение Лагранжа для равновесной замкнутой системы. 



Используя (5), определим расширенные уравнения Гамильтона для подсистемы. Дифференциал для  имеет вид , где  импульс элемента подсистемы. Воспользуемся преобразованием Лагранжа 


.



Так как , где , то для расширенных уравнений Гамильтона имеем:


                                 (2.4.6)


                                            (2.4.7)



Правая часть уравнения (6) содержит непотенциальную составляющую внешней для подсистемы силу . Поэтому уравнения (6, 7) являются диссипативными [15]. Можно сказать, что появление  равносильно учету открытости подсистемы.


Найдем расширенное уравнение Лиувилля для р-подсистемы. Для этого введем обобщенный вектор тока подсистем в фазовом пространстве   [10], где . С помощью уравнений (3, 4) получим:


	         (2.4.8)




Дифференциальной формой закона сохранения числа элементов является уравнение непрерывности , где  нормированная функция распределения элементов в подсистеме. Отсюда с учетом (8) получим:



(2.4.9)

Следовательно, расширенное уравнение Лиувилля для функции распределения элементов подсистемы имеет вид:


.           (2.4.10)



Из уравнения (10) вытекает, что подсистема при   стремится к стационарному состоянию, когда  . Это возможно, когда сумма сил между подсистемами равны нулю. Такое состояние системы соответствует равновесию.
Когда система достигает равновесия, правая часть уравнения (10) обращается в ноль. Это говорит о том, что в предельном случае функция распределения постоянна. А это означает, что она должна определяться с помощью инварианта. Для уравнения Лиувилля гамильтоновых систем таким инвариантом является энергия системы. Но отличие правой части уравнения (10) от нуля для неравновесной системы означает не нарушение закона сохранения энергии всех элементов, а полную трансформацию энергии движения подсистем в их внутреннюю энергию. 

Таким образом, если система состоит из движущихся относительно друг друга подсистем, то при  энергия их относительного движения исчезает, переходя во внутреннюю энергию подсистем при условии сохранения суммы энергий всех элементов системы. 
Уравнение (10) по своему физическому смыслу эквивалентно уравнению Больцмана. Но в уравнении Больцмана правая часть, называемая интегралом столкновения, получена эмпирически на основе статистических законов. А в уравнении (10) правая часть строго следует из уравнения движения элементов. В последующей главе 3 будет показано, как получить правую часть уравнения (10), опираясь только на законы Ньютона для случая, когда система состоит из потенциально взаимодействующих МТ. 
Таким образом, расширенные уравнения Лагранжа, Гамильтона и Лиувилля, в отличие от их канонических форм, полученных при условии потенциальности коллективных сил, выводятся на основе законов Ньютона без использования гипотезы о потенциальности всех коллективных сил. Они включают в себя непотенциальные силы, ответственные за диссипативные процессы, связанные с изменением внутренней энергии подсистем неравновесной системы.
Здесь мы исходили из условия непотенциальности сил, осуществляющих работу по изменению внутренней энергии системы. Природа возникновения этих сил, при условии потенциальности внешних сил, будет рассмотрена в следующей главе при выводах уравнений движений систем потенциально взаимодействующих МТ.
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